
Fraktale und hierarchische Modelle in der Polymerforschung 

Von Alexander Blumen * und Horst Schnorer 

Die Polymerforschung, die eng mit der Organischen Chemie und den Materialwissenschaften 
verflochten ist, umfaDt eine groBe Zahl von Substanzklassen und ist deshalb sehr vielgestaltig. 
Sie weist auch einen theoretischen Zweig auf, denn Polymere sind fur die Theorie eine g r o k  
Herausforderung, weil ihre Behandlung oft Erweiterungen der klassischen Methoden der 
Festkorperphysik und der statistischen Physik verlangt. Um den besonderen Eigenschaften 
von Polymeren Rechnung zu tragen, mullten haufig neue Konzepte entwickelt werden. In 
diesem Beitrag konzentrieren wir uns auf eine der modernen Ideen in der Theorie der Polyme- 
re: die Skaleninvarianz. Der Begriff Skaleninvarianz ist eng verbunden mit neueren Entwick- 
lungen auf dem Gebiet der Fraktale und der hierarchischen Strukturen. Solche Konzepte 
eignen sich sehr gut fur die Modellierung komplexer Geometrien und fur die Beschreibung 
dynamischer Prozesse in Polymeren. Hier wollen wir diese Ideen vorstellen und an neueren 
Forschungsarbeiten ihre erfolgreiche Anwendung zeigen. 

1. Einleitung 

Einer der faszinierendsten Aspekte der Polymerforschung 
ist heute die Kombination neuer Materialeigenschaften auf 
der einen und jungster theoretischer Entwicklungen auf der 
anderen Seite. DaB Polymere Substanzen rnit enormen Ein- 
satzmoglichkeiten in den anwendungsorientierten Naturwis- 
senschaften sind, bedarf keiner naheren Erlauterung, daD 
aber die gleichen Polymere Eigenschaften aufweisen, die sie 
zu einem der bevorzugten Testsysteme fur neue theoretische 
Konzepte machen, ist sicherlich weit weniger bekannt. In den 
Naturwissenschaften geschieht es hlufig, daD plotzlich Ver- 
bindungen zwischen Gebieten erkannt werden, die sich bis 
dahin unabhangig entwickelt haben. So sind in der Polymer- 
forschung theoretische Modellierung und chemische Synthe- 
se vie1 enger verknupft, als man naiverweise erwarten wurde. 
In der Tat war, wie wir zeigen werden, der mathematische 
Apparat zur Modellierung von Makromolekiilen schon lan- 
ge verfugbar; die Notwendigkeit, solche mathematischen 
Techniken anzuwenden, wuchs jedoch erst mit der Entwick- 
lung verfeinerter Methoden zur Untersuchung dieser Sub- 
stanzen, die meist als komplex und irregular bezeichnet wer- 
den (damit ist gemeint, daD sie nicht in die bisherigen 
einfachen Modellvorstellungen passen). 

Die Hauptidee, die den neuen theoretischen Modellen zu- 
grundeliegt, ist die Skaleninvarianz, die in geometrischer 
Form in den Modellen der Perkolation"] und der Frakta- 
le[2-51 verwirklicht ist. In den Abschnitten 2 und 3 werden 
wir diese Ideen kurz wiederholen, obwohl sie uns durch die 
grolle Zahl von Publikationen der letzten Zeitr2-141 nun 
wohlvertraut sind (was uns fur einige Zeit zogern lieD, diesen 
Aufsatz zu schreiben). Das Skalenverhalten spielt jedoch 
nicht nur als geometrische Skaleninvarianz (Selbstahnlich- 
keit), sondern auch bei den dynamischen Eigenschaften von 
Polymeren eine wichtige Rolle, ein Aspekt, der in den mei- 
sten Ubersichten ubergangen wurde. Wir werden uns daher 
auch rnit Fragen, die den Anregungs-(Energie-) und La- 
dungstransport in Polymeren betreffen"'* 17] , bef assen; 
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diese Prozesse konnen durch ,,time fractals" (Zeitfrakta- 
le)[18-211 und durch hierarchische Verteilungen von Ener- 
gieniveausrZz1 modelliert werden. Zunachst jedoch wollen 
wir die Grundideen erlautern. 

2. Skalenverhalten bei Polymeren 

De Gennes veroffentlichte im Jahre 1979 ein richtungswei- 
sendes Buch auf diesem GebietCz3l, in dem er die Bedeutung 
der Skalierungsideen fur die Ableitung einer Vielzahl von 
Materialeigenschaften unterstreicht. In dieser brillanten Ar- 
beit demonstriert de Gennes, wie rnit Hilfe von Skalierungsei- 
genschaften und dem richtigen Gefuhl fur das jeweilige Pro- 
blem viele Polymereigenschaften nahezu miihelos erklart 
werden konnen. Die Grundlagen fur de Gennes' Buch wur- 
den in den klassischen Werken von Flory, Rouse, Zimm und 
Stockmayer gelegt [24-271. Als vielleicht einfachstes Beispiel 
fur Skaleninvarianz betrachten wir eine Polymerkette, 
genauer gesagt, den mittleren quadratischen Abstand 
< R2 > der Kettenenden. Fur  eine Kette, die aus N Mono- 
mer-Einheiten besteht und bei der keine abstoknden Wech- 
selwirkungen zwischen den Segmenten existieren, kann man 
leicht zeigen, dall < R2 > proportional zu N ist [GI. (a)], 
wobei L eine (modellabhangige) Konstante ist. 

Das Ergebnis (a) ist sehr allgemein, da  es sich auf einen der 
grundlegenden Satze der Wahrscheinlichkeitstheorie zuriick- 
fuhren IaBt, den zentralen Grenzwertsatz. So werden in 
vielen StandardwerkentZ4* 28-301 M odelle benutzt, die auf 
dem Grundgedanken des ,,random walk" (Irrfahrtmodell, 
Abb. 1 a) basieren (das random-flight-Modell, die frei rotie- 
rende Kette, die GauDsche Kette), und in all diesen Fallen ist 
Gleichung (a) gultig. Interessanterweise zeigen diese Herlei- 
tungen auch, daD lokale Einschrankungen (z. B. feste Bin- 
dungslangen, Einschrankung der Rotationen urn die Bin- 
dungsachse oder Korrelationen der Orientierung benach- 
barter Bindungen) den Charakter von Gleichung (a) nicht 
verandern. Die verschiedenen Modelle fiihren nur zu Unter- 
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Abb. 1 .  Random walk (a) und self-avoiding walk (b) mi! jeweils 100 Schritten 
auf einem Quadratgitter. In beiden Fallen wurde die gleiche Sequenz von Zu- 
fallszahlen venvendet. Start- und Endpunkte sind mi! gefiillten Kreisen bnv. 
Dreiecken markiert. Im Fall (b) kann ein bereits besuchter Platz nicht noch 
einmal beseh! werden (.,ausgeschlossenes Volumen"), was zu einer grokren 
raumlichen Ausdehnung fiihrt. 

schieden in der Konstanten L ( L  ist praktisch Kuhns Persi- 
stenzIange13 '1). 

Weiterhin sei betont, daD Gleichung (a) - im Unterschied 
zu vielen Ausdriicken, denen wir im folgenden begegnen 
werden - nicht von der Dimension d des euklidischen Rau- 
mes abhangt, in dem der random walk stattfindet; Glei- 
chung (a) hat ,,universellen" Charakter in der Sprechweise 
der Theorie der Phasenubergange. 

Daher ist es sehr erstaunlich, daB die Einfiihrung eines 
,,ausgeschlossenen Volumens"[311, d. h. die Beriicksichti- 
gung der Behinderung zwischen den monomeren Bauteilen 
(die zu den ,,self-avoiding walks", SAW, fiihrt), ein ganz 
anderes Verhalten von < R2 > zur Folge hat. Hier findet 
man den Zusammenhang (b), wobei v (der Flory-Parame- 

< R 2 >  - N Z v  (b) 

terfjZ1) im allgemeinen eine dimensionsabhangige, nicht- 
ganzzahlige Konstante ist. Die physikalische Ursache fur ste- 
rische Hinderungen ist die AbstoBung zwischen raumlich 

nahen Monomer-Einheiten, wie sie zum Beispiel in guten 
Losungsmitteln auftritt. Nun wissen wir bereits, daB Wech- 
selwirkungen zwischen benachbarten Monomer-Einheiten 
entlang der Kette keine Abweichungen von Gleichung (a) 
verursachen. Was also geschieht hier? Einige Monomer-Ein- 
heiten kommen sich (bedingt durch Schlaufen in der Kette) 
sehr nahe, und die AbstoBung zwischen ihnen erzeugt (ma- 
thematisch formuliert) weitreichende Korrelationen. Wie 
von Flory ausdriicklich betont, fuhrt dies zum Anschwellen 
des Polymers in guten Losungsmitteln (siehe Abb. 1 b). Eine 
einfache Naherungsrechnung fur die freie Energie der Poly- 
merketten ergibt fur 1 < d 2 4 Gleichung ( c ) [ ~ ~ '  in guter 

v = 3/(d + 2)  

Ubereinstimmung mit den heute besten Abschatzungen fur 
SAWs ( v  = 0.588 fur d = 3 und v = 0.750 fur d = 2). Die 
beiden Grenzfille von Gleichung (c) sind: ein SAW in d = 1 
ist einfach eine gerade Linie der Lange LN, d.h. 
< R2 > = L2N2,  und damit gilt sowohl gemaO (b) als auch 
gemaB (c) v = 1 ; fur d 2 4 gilt v = %, d. h. der SAW vethalt 
sich wie ein normaler random walk [vgl. GI. (a)]; deshalb ist 
d = 4 die ,,Grenzdimension" fur SAWS. 

Der Ausdruck (b) ist ein klassisches Beispiel fur ein Ska- 
lengesetz. Zum einen stellt er einen nicht-trivialen Zusam- 
menhang zwischen dem mittleren End-zu-End-Abstand 

Einheiten her (d). Der Exponent l / v  in (d) ist dimensions- 
R = V T  < R > eines SAW und der Zahl N von Monomer- 

abhangig [GI. (c)]; daher finden wir fur verschiedene Dimen- 
sionen qualitativ anderes Verhalten, wahrend die Details der 
lokalen Wechselwirkung unwichtig sind: es existieren be- 
stimmte Universalitatsklassen. Wir werden spater den Zu- 
sammenhang zwischen (d) und (geometrischen) Fraktalen 
erortern. Zum andern fiihrt die harmlos aussehende, aber 
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fundamentale Randbedingung der gegenseitigen AbstoDung 
zwischen den Monomer-Einheiten zu Abweichungen vom 
zentralen Grenzwertsatz. Die Ideen, die aus dieser zweiten 
Eigenschaft resultieren, spiegeln sich wider in nicht-GauD- 
schen Grenzverteilungen und in den Zeitfraktalen. 

Die lineare Kette in einem guten Losungsmittel ist nur 
eines der vielen Beispiele fur Skalenverhalten, und wir ver- 
weisen den Leser auf die Biicher von de Genne~'~~', Doi und 
E d ~ a r d r ~ * ~ ]  sowie des Cloizeaux und J~nnink'~'' f i r  eine 
ausfiihrliche Liste von Skalengesetzen. Um nur ein paar ein- 
drucksvolle Beispiele anzufiihren, betrachten wir halbver- 
diinnte Losungen, in denen die Konzentration von Polymer- 
ketten relativ gering, aber doch so hoch ist, daB sich Ketten 
gegenseitig durchdringen konnen. In diesem Bereich verhalt 
sich der osmotische Druck 1c gemaD (e)123. 291 rnit v = 3/5 in 

d = 3 [GI. (c)], wahrend der mittlere End-zu-End-Abstand R 
dem Gesetz (f) folgt, d. h. die Ketten schrumpfen rnit wach- 

sender Konzentration, ein Ergebnis, das durch Neutronen- 
streuexperimente bestatigt wurdet33]. 

Eine vieldiskutierte Skalenbeziehung betrifft die Viskosi- 
tat q. Bei gleichbleibendem Gehalt an Polymersubstanz in 
konzentrierten Losungen und in Schmelzen skaliert die Vis- 
kositat in Abhangigkeit vom Polymerisationsgrad N gemaD 
(g) rnit einem Exponenten E um 3.4. Dieses Verhalten ist 

q - N c  

ziemlich universell, unabhangig von der Temperatur und der 
Molekiilart, und erfordert nur lineare, flexible Polymere in 
konzentrierten Losungen, in denen Verschlaufungen vorlie- 
gen1291. Bereits die Reptationstheorie von de G e n n e ~ 1 ~ ~ 1  sagt 
einen Wert von E = 3 voraus. In den vergangenen Jahren 
wurden mehrere Verbesserungsvorschlage zur Bestimmung 
von E gemacht; so liefem die Theorien von Scher, Schlesin- 
ger, Weiss und Bendlert34*351 E = 1013 als exakte Losung 
ihrer Modelle. 

3. Theorie des Skalenverhaltens 

Ein wesentlicher Aspekt der Skalengesetze (b) und (d) - (g) 
ist deren Selbstahnlichkeit. Betrachten wir z. B. (b), das die 
mesoskopische Lange R (ca. IOOOA) mit der mikrosko- 
pischen Grok  Polymerisationsgrad N (mittlere Anzahl von 
Monomeren pro Kette) verkniipft. Der Zusammenhang (b) 
gilt genauso, wenn wir die Monomere zu Paaren zusammen- 
fassen (Dimere) und R in Beziehung setzen zur Zahl N / 2  der 
Dimere. Das gleiche gilt natiirlich, wenn wir 1 Monomere 
zusammenfassen und R als Funktion von N / 1  betrachten; 
solange 1 vie1 kleiner als N ist, finden wir R - (N/A)'/".  Wir 
sind daher nicht in der Lage, auf einer mesoskopischen Lan- 
genskala mikroskopische Details zu unterscheiden, und eine 
Skalenanderung (innerhalb verniinftiger Grenzen) fiihrt zur 
selben physikalisch-chemischen Situation. Anschaulich ge- 
sagt konnen wir nicht zwischen dem ganzen System und 

einem vergrokrten Ausschnitt davon unterscheiden - auf 
mesoskopischer Skala sehen beide gleich aus. 

Diese Idee ist die Grundlage der Renormierungsgruppen- 
theorie, einer sehr erfolgreichen Methode, die zur Analyse 
von Phaseniibergangen entwickelt wurde136-381. Hierbei 
stiitzt sie sich auf die Beobachtung, daD in der Nahe eines 
kritischen Punktes die Korrelationslange des Ordnungspara- 
meters divergiert. Um dies zu veranschaulichen, betrachten 
wir einen Perkolationscluster - Perkolation ist vielleicht das 
beste Mittel, um sich von einem Phaseniibergang ein geome- 
trisches Bild zu machen. Auf die Platze eines regelmaDigen 
Gitters seien leitende und nicht-leitende Elemente zufallig 
verteilt (site-percolation). Zwischen m e i  benachbarten Plat- 
Zen kann nur dann ein elektrischer Strom fliekn, wenn beide 
Platze rnit einem leitenden Element besetzt sind. Die Frage 
ist nun: Wann flieDt ein Strom durch das ganze Gitter? Es ist 
klar, daD bei geringer Konzentration leitender Elemente kein 
Strom durchgelassen wird, wahrend bei hoher Konzentra- 
tion ein Strom fliekn kann. Interessanterweise ist der Uber- 
gang vom nicht-leitenden zum leitenden System mit Zunah- 
me der leitend besetzten Platze nicht allmahlich, sondern 
abrupt. Eingehende Untersuchung zeigen, daD (in einem 
unendlich g r o k n  Gitter) unterhalb einer kritischen Konzen- 
tration p ,  iiberhaupt kein Strom flieDt: der Widerstand ist 
unendlich. Oberhalb von p ,  flieDt immer ein makroskopi- 
scher Strom I ,  dessen Starke in der Nahe von p ,  skaliert. Fur 
die Leitfihigkeit 0 findet man oberhalb von p ,  den Zusam- 
menhang (h), wobei Teine universelle Konstante ist (7 z 1.3 

in d = 2 und Fz 2.0 in d = 3 fur Perkolation auf Gittern"]). 
Dieses Verhalten erinnert an einen Phaseniibergang 2. Ord- 
nung; hier spielt die Leitfahigkeit die Rolle eines Ordnungs- 
parameters. Es gibt in der Tat ausfiihrliche Studien, die die 
enge fibereinstimmung zwischen typischen Eigenschaften, 
die man bei der Perkolation findet, und dem Verhalten ther- 
modynamischer G r o k n  bei Phaseniibergangen 2. Ordnung 
h e r ~ o r h e b e n l ~ ~ .  401. 

Uberdies skaliert auch der unendliche Perkolationsclu- 
ster; das ist die Menge von zusammenhangenden leitenden 
Elementen, die bei p ,  von einer Seite des Systems bis zur 
anderen reicht. In Abbildung 2 ist ein Perkolationscluster 
auf einem Quadratgitter, fur das p ,  z 0.593 gilt, dargestellt. 
Dieser Cluster enthalt Locher in allen GroDen, und man 
kann das zufallige Muster dieses Clusters nicht von dem 
eines passenden, vergrokrten Ausschnitts eines anderen 
Perkolationsclusters unterscheiden. DaD solch ein Cluster 
den Strom (gerade) fliekn la&, ist auf die Divergenz der 
Anzahl miteinander verkniipfter Gitterplatze bei p ,  zuriick- 
zufiihren, d. h. auf eine Singularitat in der Korrelationslange. 

An diesem Punkt setzt nun die Renormierungsgruppen- 
theorie an: Stellen Sie sich vor, wir vergrokrn (renormieren) 
wiederholt unseren MaDstab um einen festen Faktor (was 
gleichbedeutend ist mit einer Verkleinerung des betrachteten 
Gitters). Cluster endlicher GroDe werden bei diesem Vorge- 
hen kleiner und kleiner, wahrend sich ein selbstahnlicher, 
unendlich ausgedehnter Cluster in seinen globalen Eigen- 
schaften nicht andern wird. Durch wiederholte Renormie- 
rung verschwinden daher die endlichen Cluster, die uns nicht 
interessieren, und iibrig bleibt nur der Teil, der invariant 
gegenuber dieser Transformation ist. Mathematisch ausge- 
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Abb. 2. Perkolationscluster auf einem zweidimensionalen Quadratgitter an der 
Perkolationsschwelle p. = 0.593. 

driickt sind die kritischen G r o k n  des Phasenuberganges ge- 
rade durch Fixpunkte der entsprechenden Hamilton-Funk- 
tion unter der Renormierungsabbildung b e ~ t i m m t [ ~ ~ - ~ ~ ] .  

Eine der ersten Anwendungen der Renormierungsgruppe 
wurde von Kadanoff et a1.[37.411 vorgeschlagen. Sie besteht 
darin, eine Hamilton-Funktion, die im Ortsraum formuliert 
wurde, dadurch zu renormieren, daD man systematisch be- 
stimmte Gitterpunkte entfernt und die effektiven Wechsel- 
wirkungen zwischen den verbleibenden Gitterpunkten neu 
berechnet. Fur regelmaDige Gitter (aber nicht fur einige ein- 
fache Fraktale!) fuhrt diese Renormierung im Ortsraum 
(real-space renormalisation, RSR) zu Sch~ierigkeiten[~~' ,  
weil sie oft die Struktur der Hamilton-Funktion verandert 
(so konnen z. B. weitreichende Wechselwirkungen entste- 
hen). Ein besser geeigneter Weg, die Renormierungsideen zu 
implementieren, geht von der Renormierung im Impulsraum 
aus; dies wurde von WiIson d e m ~ n s t r i e r t ~ ~ ~ ] ,  der fur seine 
Arbeiten 1982 den Nobel-Preis fur Physik erhielt. 

Die Renormierung im Ortsraum hatte der Ausgangspunkt 
fur das Studium der Fraktale sein konnen. Der indische Wis- 
senschaftler Dhur, ein Mitarbeiter von Wilson, arbeitete 
namlich in dieser Richtung, als er sich fragte, welche einfa- 
chen Gittertypen unter der RSR invariant bleiben. Seine 
Uberlegungen fihrten ihn zu einer Struktur, die dem 
Sierpinski-Gitter, das wir im folgenden diskutieren wer- 
den, ahnlich ist [44* 451. Die historische Entwicklung der 
Theorie der Fraktale nahm jedoch einen anderen Weg. 

3.1. Fraktale 

Der Begriff Fraktal wurde 1975 von Mandelbrot in einem 
Buch gepragt[461, in dem er hervorhob, daD viele Strukturen 
in der Natur selbstahnlich sindr2* 461. Ausgangspunkt fur 
eine mathematische Beschreibung der Selbstahnlichkeit 
waren die Werke von Cantor, Sierpinski, Julia und Fatou, die 
viele Klassen skaleninvarianter Muster enthalten[471. 

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man geometrische 
Strukturen erzeugen kann, die mit dem Abstand skalieren. 
Allen Objekten gemeinsam ist ihre Selbstahnlichkeit, wie 
man am einfachsten durch Streckung der Objekte um einen 
gewissen Faktor sieht. Wir diskutieren zunachst die wesentli- 
chen Merkmale anhand eines Sierpinski-Gitters und be- 
schreiben dann die allgemeinen stochastischen und determi- 
nistischen Verfahren, Fraktale zu erzeugen. 

Das vielleicht einfachste Fraktal ist das Sierpinski-Git- 
ter[2*481, eingebettet in den zweidimensionalen Raum, wie es 
in Abbildung 3 dargestellt ist. Die Vorschrift zur Erzeugung 

Abb. 3. Sierpinski-Gitter in d = 2 auf dcr sechsten Iterationsstufe 

dieser Struktur verdeutlicht die zugrundeliegende Symme- 
trie: Man startet mit einem Dreieck mit Seitenlange 2, das 
drei kleinere, nach oben zeigende Dreiecke mit Seitenlange 1 
enthalt. In der von MundeIbrottZ1 eingefuhrten Nomenklatur 
heiBt diese Ausgangsfigur Generator. Eine Streckung um 
den Faktor2 von der oberen Ecke aus transformiert das 
obere kleine Dreieck in das g r o k  und erzeugt zwei weitere 
g r o k  Dreiecke. Jedes der so entstandenen Dreiecke mit Sei- 
tenlange 2 wird anschlieknd durch den Generator ersetzt. 
Man kann die Transformation auch so durchfiihren, daD 
man zwei Kopien der bereits vorhandenen Struktur an der 
linken und rechten unteren Ecke der Struktur hinzufiigt. 
Nach n-maligem Wiederholen dieser Prozedur erhalt man 
ein Sierpinski-Gitter n-ter Stufe. Das Sierpinski-Gitter in 
Abbildung 3 ist das der sechsten Iterationsstufe. 

Sierpinski-Gitter kann man in beliebigen Dimensionen d 
erzeugen, indem man mit den entsprechenden Hypertetra- 
edern startet und in jedem Schritt (d- I)  Kopien der vorhe- 
rigen Struktur hir~zufiigt[~~, Abbildung 4 zeigt ein Sier- 
pinski-Gitter in drei Dimensionen nach der zweiten und der 
funften Iteration. Auch allgemeinere Strukturen konnen 
nach demselben Schema erzeugt werden. 

Die Eigenschaften von fraktalen Objekten im Hinblick auf 
physikalische G r o k n  (z. B. Masseverteilung, Dichte von 
Schwingungszustanden, Leitfihigkeit und Elastizitat) lassen 
sich durch mehrere, nicht unbedingt ganzzahlige Parameter 
charakterisieren. Diese Parameter spielen eine ahnliche Rolle 
wie die Dimension des Raumes. Betrachten wir zunachst die 
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Abb. 4. Sierpinski-Gitter in d = 3 auf der zweiten (a) und der fiinften Iterationsstufe (b) 

fraktale (Hausdorff-)Dimension d, die die Masseverteilung 
charakterisiert: 1st N die Anzahl der Gitterpunkte in einer 
Kugel mit Radius R, so findet man die Proportionalitat (i), 
wobei ddefiniert ist als lim In(N)/ln(R). Fur ein Sierpinski- 

R - m  

Gitter im d-dimensionalen euklidischen Raum erhalt man 
Gleichung 6). 

Ein Vergleich der Ausdriicke (i) und (d) zeigt, daB eine 
Polymerkette in einem guten Losungsmittel eine fraktale Di- 
mension dvon l / v  hat. 

Ein weiterer wichtiger Parameter, der im Zusammenhang 
mit den dynamischen Eigenschaften von oder auf Fraktalen 
(z. B. diffusionskontrollierte Reaktionen und Warmeleitung) 
eine RoIle spielt, ist die spektrale Dimension 2. Mit Hilfe 
eines Skalenargumentes fanden Alexander und OrbachI5 'I, 

daD fiir ein Sierpinski-Gitter in d Dimensionen Gleichung (k) 

2 In (d+  1) 
In(d + 3) 

a,=  

gilt. So erhalt man zum Beispiel fur das Sierpinski-Gitter von 
Abbildung 3 (d = 2) d, = 1.585 und d, = 1.365. In vielen 
Fallen gilt die Beziehung d < d < d; fur Sierpinski-Gitter gilt 
weiterhin 1 < d, < 2, wie man aus Gleichung (k) ableiten 
kann. Es sollte erwahnt werden, daD dund dder experimen- 
tellen Beobachtung zuganglich sind["* 51. 521. Zum Zweck 
der Modellbildung ist es daher wunschenswert, determini- 
stische Fraktale mit vorgegebenen Werten fur a und a zu 
konstruieren. 

Basierend auf der Konstruktionsvorschrift fur das Sier- 
pinski-Gitter kann man auch modifizierte, Sierpinski-ahn- 
liche Strukturen erzeugen. Die spektralen Dimensionen 
dieser Strukturen liegen zwischen der des 2d-Sierpinski- 

Gitters, d, = 1.365, und dem Wert 2. So wurden zum Beispiel 
d-dimensionale Tetraeder rnit Kantenlange b, die jeweils 
N kleinere Tetraeder rnit Kantenlange 1 enthielten, als Gene- 
ratoren verwendet 149* 501. Die fraktale Dimension der daraus 
resultierenden Gebilde ist durch Gleichung (1) gegeben. 

Die spektrale Dimension d kann man aus dem Langzeit- 
verhalten von Po ( t )  erhalten; Po ( I )  gibt die Wahrscheinlich- 
keit an, mit der sich ein Teilchen, das einen random walk 
ausfuhrt, zur Zeit nach dem Start wieder (oder noch) an 
seinem Ausgangspunkt befindet149* 501. Man kann zeigen, 
daD a fur die eben erwahnten Strukturen zwischen 1 und 2 
liegt. Derartige symmetrische Fraktale bilden eine grol3e 
Klasse von verallgemeinerten Sierpinski-Gittern. 

Nicht alle fraktalen Systeme zeigen eine so strenge Sym- 
metrie wie die Sierpinski-Gitter, die man als deterministische 
Fraktale bezeichnet, weil fur jeden Punkt des Raumes ein- 
deutig ist, ob er zur fraktalen Struktur gehort oder nicht. Die 
Verteilung von Punkten in einem fraktalen Muster kann 
auch zuWllig sein, wie der bereits diskutierte Perkolations- 
cluster deutlich macht. Ein ahnliches Modell ist das der Pho- 
topolymerisation von multifunktionellen Monomeren. Die 
Vorschrift lautet hier: Man nehme in jedem Schritt zufallsge- 
steuert ein Monomer an der Grenze des bereits vorhandenen 
Clusters und fuge es dem Cluster hinzu. Dieses ,,Eden- 
Modell" ist ein Spezialfall von epidemischem Krankheits- 
wachstum, bei dem eine frische Zelle am Rand eines bereits 
infizierten Clusters entweder auch infiziert wird (mit Wahr- 
scheinlichkeit p )  und sich dem Cluster anschlieDt oder im- 
mun wird. Dieses verallgemeinerte Modell ist aquivalent 
zum Perkolationsproblemt'1; falls p kleiner ist als eine 
kritische Wahrscheinlichkeit p , ,  wird das Wachstum des 
Clusters immer irgendwann gestoppt, wahrend im Fall 
p 2 p ,  unendlich g r o k  Cluster entstehen konnen. Modelle, 
die dem epidemischen Wachstum ahnlich sind, wurden auch 
im Zusammenhang rnit der Ausbreitung von Waldbranden 
entwickeIt['* 53. 541. 
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Eine Vielzahl fraktaler Muster findet man dariiber hinaus 
bei der Untersuchung kinetischer Wachstumsmodelle (vgl. 
die hersichten16* ”I). Hierbei ist es iiblich, die Modelle 
nach der Art des Massetransportes und des Wachs- 
tumsprozesses zu unterscheiden. Der Massetransport, d. h. 
die Art und Weise, wie die Reaktionspartner miteinander in 
Kontakt geraten, kann unterschiedlich sein. In Losungen 
bewegen sich die Reaktionspartner diffusiv aufeinander zu 
(Brownsche Bewegung); seltener findet man ballistische Ag- 
gregation, bei der die Reaktionspartner entlang gerader Li- 
nien aufeinander zufliegen. Die Aneinanderlagerung kann 
bereits beirn ersten Aufeinandertreffen stattfinden (das 
Wachstum ist dann diffusionsbegrenzt), oder es konnen 
mehrere Zusammenstok der Reaktionspartner auftreten, 
bevor diese sich verbinden (das Wachstum ist dann reak- 
tionsbegrenzt). Ferner kann man ein Modell betrachten, in 
dem sich nur Monomere an einen bereits bestehenden Poly- 
mercluster anlagern diirfen (Monomer-Cluster-Aggrega- 
tion, MC), oder man erlaubt, daD sich auch Cluster mitein- 
ander verbinden (Cluster-Cluster-Aggregation, CC). Ein 
durch einen diffusionsbegrenzten MC-ProzeD entstandenes 
Aggregat ist in Abbildung 5 dargestellt. In der Regel fiihrt 

Abb. 5. Cluster, entstanden durch diflusionsbegrenzte Monomer-Cluster-Ag- 
gregation auf einem Quadratgitter. Die verschiedenen Farben entsprechen un- 
terschiedlichen Stufen der zeitlichen Entwicklung. 

CC zu starker verastelten Clustern als MC, und die Dichte 
der Cluster wachst, wenn man vom diffusionsbegrenzten 
iiber den ballistischen zum reaktionsbegrenzten Wachstum 
geht. Modellrechnungen1’21 ergeben folgende fraktale 
Dimensionen fur Cluster, die jeweils in d = 3 erzeugt 
wurden: a) fur MC: a= 2.50 im diffusionsbegrenzten sowie 
3.0 im ballistischen und im reaktionsbegrenzten Fall (Eden- 
Modell); b) fur CC: a= 1.80 im diffusionsbegrenzten, 1.95 
im ballistischen und 2.09 im reaktionsbegrenzten Fall. Bei- 
spiele fur diese Muster in Polymersystemen werden wir in 
Abschnitt 4 anfiihren, in dem wir die experimentellen 
Methoden erlautern, rnit denen man die fraktale Dimension 

bestimmen kann. Zunachst wollen wir uns dern Skalenver- 
halten bei dynamischen Prozessen zuwenden. 

3.2. Zeitfraktale und ultrametrische Raume 

Eines der Hauptanwendungsgebiete Fir Skalengesetze im 
Zeitbereich ist die PhotoleitungI”9 16]. Wie in einer kiirzlich 
erschienenen Uber~ich t~”]  betont wurde, ist der Einsatz von 
polymeren Photoleitern bei Druck- und Kopierverfahren 
eine der technisch anspruchsvollsten Anwendungen organi- 
scher Materialien. In der Tat wurden organische Photoleiter 
in den letzten beiden Jahrzehnten derart weiterentwickelt, 
daD sie heute den anorganischen Photoleitern rnindestens 
ebenburtig, wenn nicht sogar iiberlegen sind. 

Aus theoretischer Sicht interessiert bei diesen arnorphen 
Photoleitern vor allem der dispersive Transport, der sich 
vom bekannten GauDschen Diffusionsverhalten unterschei- 
det. Diffusionsprozesse, angefangen von der (makroskopi- 
schen) Warmeleitung bis hin zur (rnikroskopischen) Brown- 
schen Bewegung, sind ein wohlverstandenes Phanomen und 
konnen mit der mathematischen Theorie von Markoff-Pro- 
zessen beschrieben werden, bei denen sich das System nicht 
an friihere Ereignisse ,,erinnert“. Ein Beispiel hierfur sind 
random walks auf regelrnaBigen Gittern (erstmals um die 
Jahrhundertwende von Bachelier venvendet, urn Schwan- 
kungen der Borsenkurse zu s t ~ d i e r e n ~ ~ ’ ~ ) ,  zu denen heute 
eine umfangreiche mathematische Literatur e~istiert[’~J. 
Einfache random walks auf regelmaDigen Gittern beliebiger 
Dimension fiihren zu einem zeitunabhangigen Diffusions- 
koeffizienten oder, anders ausgedriickt, ohne aukres  Feld 
zu einern linearen Anwachsen der mittleren quadratischen 
Auslenkung als Funktion der Zeit. 

In amorphen Photoleitern dagegen ist die Situation an- 
ders; hier herrscht der dispersive Transport vor, d. h. die 
Bewegung der Ladungstrager durch eine Probe wird mit der 
Zeit immer langsamer, so daD man keine Diffusionskonstan- 
te im iiblichen Sinne definieren kann. Der Diffusionskoeffi- 
zient D zeigt hier eine algebraische Zeitabhangigkeit [(m) rnit 
Y < 11. 

Ahnliches gilt fur den Photostrorn Z(t) ,  der durch ein 
aukres  Feld erzeugt wird. Ein derartiges Verhalten ist rnit 
der gewohnlichen Diffusionsgleichung nicht vereinbar. Man 
beachte in (m) das nicht-triviale Skalenverhalten von D be- 
ziiglich der Zeit t .  

Die Entwicklung theoretischer Modelle fur den dispersi- 
ven Transport rnachte nur langsarn Fortschritte, da man sich 
meist auf Wahrscheinlichkeitsvorstellungen rnit GauB-Cha- 
rakter berief. Hier spielt erneut der zentrale Grenzwertsatz 
eine wichtige Rolle. Man vergegenwartige sich, dal) (unter 
sehr allgemeinen Randbedingungen) die Verteilung einer 
Summe von Zufallsgrokn gegen eine GauB- oder Normal- 
Verteilung streben wird, wenn die Zahl der Elemente in der 
Summe wachst. Der Ortsvektor eines (Brownschen) Teil- 
chens kann als Summe von Ortsverlnderungen aufgefaDt 
werden, die auf vergangene Ereignisse, z. B. Kollisionen, zu- 
riickzufiihren sind. Wenn nach derartigen Ereignissen Bewe- 
gungsrichtung, Energie usw. zufallig verteilt sind, fiihren die 
meisten Verteilungen zu normaler Diffusion. Daher muD 
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man nach den (relativ seltenen) Verteilungen suchen, fur die 
der zentrale Grenzwertsatz nicht gilt, wenn man in diesem 
Rahmen ein erfolgreiches Modell fur den dispersiven Tran- 
sport finden will. 

Das Hauptproblem bei der Modellierung des Transports 
von lichtinduzierten Ladungstragern in amorphen Substan- 
zen ist es, die breite Verteilung von Wartezeiten zu erfassen. 
Man betrachtet die Ekwegung der einzelnen Ladungstrager 
unter dem EinfluD eines aukren  Feldes als einen Hupfpro- 
zeD, bei dem die Wahrscheinlichkeit, in der nachsten Zeitein- 
heit einen Sprung zu machen, langsamer als exponentiell rnit 
der seit dem letzten Sprung verstrichenen Wartezeit abfallt. 
Physikalisch kann man dies so interpretieren, daD in einem 
arnorphen Material die Abstande zwischen den Transport- 
molekulen ziemlich unregelmaDig sind (geometrische 
Unordnung), was zu einer breiten Verteilung von Hupf- 
geschwindigkeiten und Wartezeiten fiihrt (zeitliche Unord- 
nung). 

Der wichtigste mathematische Parameter, der diesen 
Transportprozel) charakterisiert, ist die Verteilung der War- 
tezeiten zwischen aufeinanderfolgenden Sprungen der La- 
dungstrager. Ein theoretischer Durchbruch gelang hier 
durch Scher, LAX und Montroll, die zeigten, daD eine Vertei- 
lung tj ( I )  der Wartezeit zwischen den mikroskopischen Pro- 
zessen, die langsam abklingt, qualitativ den dispersiven 
Transport erklaren kannI5'* 581, wenn man den Zusammen- 
hang (n) mit 0 < y < 1 annimmt. Damit existiert zwar das 
nullte, nicht aber das erste Moment der Verteilung $(i). 

Verteilungen wie die durch (n) beschriebene fuhren zu 
Levy-Prozessen und damit zu einem Gebiet, das lange Zeit 
nur als Spielwiese mathematischer Kuriositaten angesehen 
wurdel'. 591 .  Als wichtigster technischer Aspekt bei der Un- 
tersuchung van random walks mit solchen kontinuierlichen 
Sprungzeitverteilungen (continuous-time random walks, 
CTRW) envies sich die Erkenntnis, daB diese weniger ge- 
brauchlichen $ (t)-Fonnen leicht in den grundlegenden 
CTRW-Fonnalismus, der zehn Jahre friiher von Montroll 
und Weiss[601 entwickelt worden war, eingebaut werden 
konnten. Obwohl die in den ArbeitenIs7* "I formulierte 
Theorie ein erfolgreiches Schema fur das qualitative Ver- 
stiindnis des dispersiven Transports lieferte, konnte man 
damals nur spekulieren, welche mikroskopischen Vorgange 
zu einem solchen $ ( f )  fuhren. 

Heute wissen wir, daD dieser Zugang nur einer der mogli- 
chen Wege ist, urn algebraische Zeitabhangigkeiten fur D zu 
erhalten, und daD die Schlusselidee im CTRW-Formalismus 
die der zeitlichen Skalierung oder der Zeitfraktale, wie sie 
von Shlesinger et al. bezeichnet wurdenf'8-2''61f, ist. 

dargelegt, reichen Skalierungsideen weit in die 
Vergangenheit der Wahrscheinlichkeitstheorie zuruck. Be- 
reits im Jahre 1713 analysierte N .  Bernoulli ein Glucksspiel, 
bei dem der mittlere Gewinn unendlich ist (das Petersburg- 
Paradoxon). Skalenverhalten tritt auch in einer Funktion 
auf, die auf WeierstraJzuriickgeht [GI. (o)]. W(k)  ist uberall 

Wie in 

m 
W(k)  = (1-0) c dcos(b"k) 

n < 1, b > 0-1 

(0) 
" = O  

stetig, aber nirgends differenzierbar. Fur unsere Zwecke bie- 
tet eine leichte Abwandlung von Gleichung (0) eine ausge- 
zeichnete Moglichkeit, ein $ ( t )  mit dem asymptotischen Ver- 
halten von (n) zu erzeugen1'0*2'1 [Gl. b)]. 

1 - a  
* ( t )  = 7 C db"exp(-  b " r )  

"= 1 

Es ist nicht schwer zu verifizieren, daD Gleichung (p) bei 
groDen Werten fur t skaliert: Aus (p) erhalt man 
ab$ (bt) = $ ( r )  - (1 - a)/b exp ( - b t ) ,  so daD fur langsarn 
abklingende tj ( t )  (langsamer als exponentiell) bei g rokm t 
tj(t) = ab$(bf) gilt, d. h. man findet Skalenverhalten. Aus 
dem letzten Ausdruck kann man ersehen, daD der Parameter 
y von (n) hier den Wert Inu/inb hat. Gleichung (p) ist sehr 
wertvoll, da mit ihr das Verhalten beliebiger dynamischer 
Variablen in der Nahe von kritischen Parametern studiert 
werden kann, weil man durch geeignete Wahl von a und b 
jeden gewunschten Wert von y einstellen kann. Einige Bei- 
spiele hierzu werden in den Abschnitten 5 und 6 im Zusam- 
menhang rnit Pho tostromen und Depolarisationsmessungen 
vorgestellt. 

Eine physikalische Ursache fur solche breiten Wartezeit- 
verteilungen ist energetische Unordnung. Sowohl die Bewe- 
gung von Teifchen durch einen arnorphen Festkorper als 
auch Relaxationsprozesse in glasartigen Substanzen lassen 
sich als dynarnische Prozesse in einem multidimensionalen 
Zufallspotential mit Talern und Barrieren unterschiedlicher 
Hohe beschreiben 1l0, 621. Die Ideen zur mikroskopischen 
Uberwindung von Potentialbarrieren Zhneln in mancher 
Hinsicht den Ideen Eyrings beziiglich des aktivierten Kom- 
plexes bei chemischen R e a k t i ~ n e n ~ ~ ~ ' .  

Es gibt mehrere vereinfachte Varianten des eben genann- 
ten Zufallspotentials, z. B. die random-valley- und random- 
bamer -M~de l l e [~~ '  (siehe Abb. 6). In random-valley-Mo- 

Abb. 6. Zufallspotential (a), random-valley-Modell (b) und random-barrier- 
Modell (c) ,  

dellen ist nur die Tiefe der Taler zufillig verteilt, wahrend die 
Barrieren alle auf dem gleichen Niveau liegen. Ein venvand- 
tes Modell, bei dem Ladungstrager aus einern Leitungsband 
immer wieder in tieferliegenden ,,Fallen" gefangen und von 
dort durch Ausheizen wieder freigesetzt werden, wurde von 
Schmidlin formuliert 16'] und ist als multiple-trapping-Mo- 
dell bekannt. Es wurde gezeigt, daD das multiple-trapping- 
Modell (oder allgemeiner random-valley-Modell) dem 
CTRW-Formalismus aquivalent ist 66! 
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In random-barrier-Modellen befinden sich die Taler auf 
gleichem Niveau, und die Hohen der Barrieren sind zufillig 
verteilt. Diese Strukturen lassen sich durch ultrametrische 
Raume hierarchisch modellierenl'O* ,'I. Ein Teilchen, das 
sich auf einem von Barrieren mit zufalliger Hohe umgebenen 
PIatz befindet, braucht thermische Energie, um die umlie- 
genden Barrieren zu iiberwinden. Bei gegebener Anregungs- 
energie kann das Teilchen aber nur einen Teil der Platze um 
den Ausgangspunkt herum erreichen. Man kann daher die 
Platze nach der Energie klassifizieren, die man braucht, um 
sie zu e r r e i ~ h e n [ ~ ~ ] .  Eine solche Klassifikation entspricht ei- 
nem ultrametrischen Raum (UMS). 

In Abbildung 7 sind als Beispiele die regelmaDig verzweig- 
ten ultrametrischen Raume Z, und Z, dargestellt. Man be- 

Abb. 7. Die ul~rametrischen Raume 2, und Z, 

achte, daD nur die Punkte auf der Grundlinie zum UMS 
gehoren; die dariiberliegende Struktur gibt nur die Hohe der 
Barrieren und die Verbindung zwischen den Punkten wieder. 
Die Hohe d(x.y) der Barriere zwischen Punkt x und Punkt y 
kann man als verallgemeinerten Abstand interpretieren. Wie 
man leicht sieht, gilt fur alle Punkte des UMS die Beziehung 
(q), die man als strenge Dreiecksungleichung bezeichnet, was 

zu dem Namen ,,ultra"-metrisch gefiihrt hat. Die Verzwei- 
gungsgrade z von Z, und Z, sind 2 bzw. 3, und wir haben die 
Barrierenhohen der Einfachheit halber so angeordnet, daD 
sich aufeinanderfolgende Barrierenhohen jeweils um einen 
konstanten Wert A unterscheiden. Man kann nun zeigen, 
daD fur solche Strukturen viele dynamische GroDen mit ei- 

nem Parameter 6 = ___ kT In(') skalieren, der y in (n) ent- 

spricht. Wir wollen dieses Thema jedoch nicht weiter ausfiih- 
ren und venveisen den interessierten Leser auf weiterfiihren- 
de Literatur1'0.22-681 und die dort zitierten Arbeiten. 

A 

4. Geometrische Aspekte ungeordneter Systeme 

In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf die geome- 
trische Skalierung bei Aggregaten. Die BasisgroDe ist hier die 
fraktale Dimension d, die in (i) definiert wurde. Da die Ge- 
samtmasse M eines Aggregates proportional zur Zahl N der 
beteiligten Monomere ist, kann man den Ausdruck (i) durch 
(r) ersetzen. 

M -  ~d (r) 

Objekte, die (r) geniigen, bezeichnet man als ,,Massefrak- 
tale"[' ,,Oberflachenfraktale" dagegen sind Aggregate mit 
homogener Dichte (in d = 3), aber einer rauhen Oberflache 
S, fur die der Zusammenhang (s) gilt, wobei d, die fraktale 
Oberflachendimension ist. 

S -  Rar 6) 

Eine der Methoden zur Untersuchung fraktaler Objekte 
sind Streuexperimente. Das Intensitatsprofil I eines gestreu- 
ten Strahls (Licht, Neutronen, Rontgenstrahlen) ist in sol- 
chen Fallen algebraisch gemaD (t) vom Streuwellenvektor k 
abhangig1121, wobei (-2 d +  a,) die Porod-Steigung ist. 

Schaefer et al. haben ganze Klassen von Substanzen unter- 
sucht und gezeigt, daD man viele Strukturen anhand ihrer 
Porod-Steigung unterscheiden kann; sie finden, daD Aggre- 
gate, die aus Polymervorstufen gebildet wurden, Steigungen 
zwischen - 1 und - 4 ergeben, rauhe Kolloide Steigungen 
zwischen - 3 und - 4 und glatte Kolloide eine Steigung von 
- 4 aufweisen. Die Verfahren ermoglichen es sogar, zwi- 
schen Substanzen zu unterscheiden, die durch Monomer- 
Cluster- oder durch Cluster-Cluster-Aggregation entstanden 
sind. Wir verweisen auf [12] f i r  eine Zusammenfassung der 
neuesten Ergebnisse. 

Eine andere Methode zur Bestimmung der fraktalen Di- 
mension, die umfassenden Gebrauch von Adsorptionstech- 
niken macht, wurde von Avnir[''] vorgeschlagen. Sie besteht 
darin, zu ermitteln, wie viele Molekiile rnit Wirkungsquer- 
schnitt CJ an der zu untersuchenden Oberflache adsorbiert 
werden miissen, um diese mit einer Monolage zu bedecken. 
Bei einer fraktalen Oberflache envartet man fur die Zahl der 
adsorbierten Molekiile als Funktion des Wirkungsquer- 
schnitts den Zusammenhang 

Avnir, Pfeifer et al.[69- 721 fanden ein derartiges Verhalten 
bei ihren Untersuchungen an zerstoknem Glas, RUB, Holz- 
kohle und porosen Silicagelen. Als Adsorbate verwendeten 
sie N,, Alkane, polycyclische Arene und Alkohole. 

Diese Untersuchungsmethode wirft jedoch einige Proble- 
me auf: Adsorption ist ein komplizierter ProzeD, bei dem die 
lokalen Wechselwirkungen der Molekiile mit der Oberflache 
komplex sind und geometrische Details vertuschen kon- 
nen1731. Es scheint, daD sowohl die Messung der Kapazitat 
einer Monolage als auch die Bestimmung des Wirkungsquer- 
schnitts der Molekule ziemlich difiizil sind. Neuere molekiil- 
groknabhangige Experimente an porosen Silicagelen1741 lie- 
fern sogar Werte von d,, die groDer als 3 sind, ein sehr 
problematisches Ergebnis. 

Eine weitere Methode, rnit der man morphologische Infor- 
mationen erhalten kann (einschlieDlich der fraktalen Dimen- 
sion selbstahnlicher Objekte), benutzt den direkten Energie- 
transfer bei elektronischen Anregungen. Diese von Klafter 
und Blumen vorgeschlagene Methode zur Messung der frak- 
talen Dimension 17'] ist heute weit verbreitet. Die spektrale 
Dimension wiederum kann man rnit Hilfe von Reaktions- 
Diffusions-Prozessen ermitteln["* 761. Fur neuere Entwick- 
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lungen zur Messung der spektralen Diffusion sei auf 
verwiesen. 

Wir wollen uns nun den direkten Energietransfer (ET) 
nvischen Donor- und Acceptormolekiilen ansehen und neh- 
men an, dall Donoren und Acceptoren Platze eines regel- 
malligen Gitters besetzen. In diesem klassischen Pro- 
blem[79*801 betrachtet man ein angeregtes Donormolekiil, 
das von Acceptormolekiilen auf einem Teil der umliegenden 
Gitterplatze umgeben ist. Die Transfergeschwindigkeit w ( r )  
hangt vom Abstand r zwischen den Donor-Acceptor-Paaren 
ab. Eine Form, die man oft findet und die fur isotrope multi- 
polare Wechselwirkungen 1st Gleichung (v). Der Pa- 

781 

w ( r )  = ar-I w 
rameter s hat den Wert 6 fur Dipol-Dipol-, 8 fur Dipol-Qua- 
drupol- und 10 fur Quadrupol-Quadrupol-Wechselwirkun- 
gen. Auf regelmaDigen d-dimensionalen Gittern erhalt man 
die Abklingfunktion @ ( I )  gemaD (w), wobei A eine Kon- 

@ ( f )  = exp(-A fdlS - B f )  (w) 

stante und B die intrinsische Desaktivierungsgeschwindig- 
keit des angeregten Donorzustandes bei Abwesenheit von 
Acceptormolekiilen ist. 

Aus Gleichung (w) ersehen wir, daD fur Zerfallsgesetze 
vom Forster-Typ die raumliche Dimension der Struktur, auf 
der sich die Acceptormolekiile befinden, von Bedeutung ist. 
Die Erweiterung von Gleichung (w) auf fraktale Objekte 
ergibt daher (x) (siehe["] fur die ausfiihrliche Herleitung). 

Da im allgemeinen 2 < s gilt, wird das Langzeitverhalten 
durch den intramolekularen DesaktivierungsprozeD domi- 
niert. Dies schrankt den Raumbereich ein, in dem man rnit 
der ET-Methode die Struktur des zu untersuchenden Mate- 
rials bestimmen kann. Dieser Bereich ist typischerweise von 
der Groknordnung l O O A ,  was auch dem Bereich ent- 
spricht, der durch Rontgenkleinwinkelstreuung zuganglich 
ist. In diesem Bereich liefern daher die beiden Methoden 
komplementare Informationen. 

Die ET-Methode, wie in 17'] vorgeschlagen, wurde erst- 
mals von Even et al.[811 zur Untersuchung der Porenstruktur 
von Vycor-Glas angewendet. Sie studierten die Kinetik des 
Energietransfers zwischen Rhodamin B und Malachitgriin in 
Losung in den Poren des Glases. Mit Gleichung (x) fanden 
die Autoren d = 1.74. Licht- und Rontgenstreuexperimente 
haben kiirzlich Zweifel an diesen Ergebnissen aufkommen 
lassen[". 831. 

Ahnliche Experimente wurden von Rojunski et al.Is4: an 
porosen Silicagelen durchgefiihrt; sie erhielten d, = 3 fur die 
Silicagel-Oberflache, was durch Adsorptions- und Rontgen- 
streuexperimente bestatigt wurde. Diese Ergebnisse wurden 
s p h r  von Levifz et al.[85s861 in Zweifel gezogen, da  ihre 
Messungen auf molekularer Skala auf eine glatte Oberflache 
solcher Silicagele (4 = 2) hindeuten. Wie von Levifz et a1.[861 
gezeigt, ist es nicht unproblematisch, a k i n  aus Ergebnissen, 
die mit Gleichung (x) in Einklang sind, auf eine fraktale 
Struktur zu schliekn. 

Yung et al. fiihrten Computersimulationen d ~ r c h [ ' ~ l ,  bei 
denen sie den Energietransfer zwischen Teilchen studierten, 

die sich auf der Oberflache von Poren spharischer oder 
zylindrischer Gestalt befinden; die Radien der Poren waren 
der typischen Reichweite des E T  vergleichbar. Die resultie- 
rende Kinetik zeigte quasi-fraktales Abklingverhalten. Ver- 
wandte Probleme zum Energietransfer in eingeschrankten 
Geometrien wurden auch von Buumunn und Fuyer[''] sowie 
Blumen et al.[89* 90f untersucht. 

Auch an Polymersystemen wurden Energietransferprozes- 
se studiert. Der E T  zwischen Singulettzustanden in Anthra- 
cen-Vinylnaphthalin-Copolymeren zeigt ein kompliziertes 
zeitliches Verhalten, das zum Teil auf quasi-fraktales Verhal- 
ten in Naphthalin- und Anthracengemischen zuriickgefiihrt 
~ i r d ' ~ " .  Die Kinetik des E T  zwischen Triplettzustanden in 
dotierten Polymerfilmen wurde von Lin, Nelson und Hunson 
u n t e r s ~ c h t ~ ~ ~ 1 .  Auch fur die Erklarung ihrer Daten eignen 
sich fraktale Konzepte. Weitere Diskussionen der fraktalen 
Eigenschaften von Polymersystemen finden sich in den Ar- 

Wir beenden diesen Abschnitt rnit der Bemerkung, daD 
das ET-Modell auch den AnstoD zu neuen Ideen gegeben 
hat. So wurden Fraktale in die Diskussion der Energiewan- 
derung zwischen kationischen Porphyrinen, die an anioni- 
schen Blaschenoberflachen absorbiert sind, einbezogen [951.  

Weiterhin wurde ein Modell mit gestreckt-exponentieller 
Abklingform vorgeschlagen, um die Dephasierung von 
Schwingungsmoden in amorphen Substanzen zu erkla- 
ren l g 6 ] .  SchlieDlich wurden fraktale und hierarchische Kon- 
zepte zur Analyse zeitaufgeloster Spektren von Mischkristal- 
len aus Dichlorbenzol und Dibrombenzol ~ e r w e n d e t I ~ ~ 1 .  

beiten[93. 941 

5. Dynamische Aspekte ungeordneter Systeme 

Bei dynarnischen Prozessen spielt das Skalierungsverhal- 
ten beziiglich der Zeit eine wichtige Rolle. Im Gegensatz zum 
Thema des vorherigen Abschnitts wollen wir hier weniger 
geometrische Strukturen ergriinden, sondern befassen uns 
vielmehr rnit dem Einflull unregelmalliger Objekte auf die 
Dynamik eines Systems. Wichtige Probleme auf diesem 
Gebiet sind die (makroskopische) Stromung von Fliissigkei- 
ten durch porose Materialien und der (mikroskopische) 
Ladungs- und Energietransport in Polymeren. 

Bei Stromungen durch porose Mediaen kann, wie bei jeder 
Bewegung in einem fraktalen Raum, Dispersion auftreten, 
d. h. die Diffusion wird im allgemeinen durch den Zusam- 
menhang (rn) bestimmt. Dieses Gebiet wurde erst kiirzlich 
von Po-Zen- ausfiihrlich dargestellt, so daD wir uns 
hier rnit einer Zusammenfassung der Ergebnisse begniigen. 
Die ionische Leitfahigkeit 0, von Gesteinen skaliert z. B. mit 
deren Porositat cp gemall dem Gesetz von Archie[99]: 
g, - cp-" mit rn ungeGhr 2. Dieses Ergebnis kann rnit einem 
,,shrinking-tube" Modell (Modell ,,schrumpfender Roh- 
ren") erklart werden, das dem Perkolationsmodell[" ahnlich 
ist (vgl. (h) rnit p ,  = O)[991.  Eine Erweiterung des Modells 
ist das ,,grain-consolidation" (,,Kornanhaufungs-")-Modell, 
bei dem man eine zufillige, dichte Kugelpackung zugrunde- 
legt['OO1; dieses Modell fiihrt wieder auf das Gesetz von 
Archie, und m a r  fur einen grollen Teil des (praktisch interes- 
sierenden) Parameterbeteichs. 

Von aktuellem Interesse auf dem Gebiet der Stromung 
durch ungeordnete Systeme sind Effekte, die entstehen, 
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wenn zwei (oder mehr) Fliissigkeiten gleichzeitig zugegen 
sind, so zum Beispiel die Frage, wie sich 0 1  und Wasser 
gegenseitig verdrangen. Hier begegnet man ,,viscous-finger- 
ing"-Strukturen, bei denen sich die eine Fliissigkeit fingerar- 
tig in die andere hinein ausbreitet, und der Invasions-Perko- 
lation, bei der eine von a u k n  eindringende Fliissigkeit 
(Angreifer) eine andere (Verteidiger) zu verdrangen ver- 
suchtt'*'1. Dabei kann die verdrangte Flussigkeit Cluster 
bilden, die vom ,,Angreifer" umgeben sind. Beziiglich De- 
tails zu diesen Modellen verweisen wir auf 19']. 

Ein anderes Forschungsgebiet, bei dem zeitliche Skalie- 
rung und der CTRW-Formalismus eine wichtige Rolle spie- 
len, ist der Ladungstragertransport in amorphen Materia- 
lien, insbesondere in Polymeren. Eine Technik, die oft zur 
Untersuchung der Eigenschaften amorpher Photoleiter 
angewendet wird, ist die Time-of-Flight-Methode. Hierbei 
werden durch einen kurzen Lichtimpuls Ladungstrager an 
der Oberflache eines diinnen Polymerfilms erzeugt, die sich 
dann unter dem EinfluD eines a u k r e n  elektrischen Feldes 
durch die Probe bewegen und so einen transienten Photo- 
strom erzeugen. In vielen anorganischen und organischen 
amorphen Materialien zeigen die Photostromkurven Z(t) 

dispersives Verhalten, d. h. der Strom nimmt monoton ab, 
statt daD ein Bereich konstanter Stromstarke auftritt, wie 
man es erwarten wiirde, wenn alle Ladungstrager mit 
gleicher mittlerer Geschwindigkeit durch die Probe wander- 
ten. 

Wie bereits in Abschnitt 4 angedeutet, behandelten Scher 
und M o n f r ~ l I [ ~ ' '  dieses Problem mit der CTRW-Theorie 
und leiteten Ausdriicke fur das asymptotische Abklingver- 
halten des Stromes her, wobei sie algebraische Wartezeitver- 
teilungen der Form (n) verwendeten. Dabei miissen zwei 
Zeitbereiche unterschieden werden. Im Bereich vor der Tran- 
sitzeit t, (das ist die Zeit, nach der die schnellsten Ladungs- 
trager das Ende der Probe erreichen) klingt der Strom ge- 
maD (y) ab, wahrend er im Zeitbereich f > t ,  gemaD (z) ab- 

Gllt. Hier wird die Dynamik hauptsachlich durch die zeitli- 
chen Aspekte der Unordnung (d. h. $(I)) dominiert. Abbil- 
dung 8 zeigt ein Beispiel, bei dem (y) und (z) die experimen- 
tellen Ergebnisse richtig beschreiben : den transienten 
Photostrom in carbazolhaltigem Polysiloxan1'021. Man be- 
achte, daD beide Achsen in Abbildung 8 logarithmisch sind, 
was dazu fiihrt, daD eine algebraische Abklingkurve der 
Form t - 8  als Gerade in der Steigung -j erscheint. Die expe- 
rimentelle Kurve (1) und die theoretische Kurve (2), die fur 
y = 0.58 berechnet wurde, stimmen in einem Bereich von 
vier Dekaden iiberein. Wir finden daher auch bei der Photo- 
leitung in vielen Fallen Skalenverhalten (siehe [' St). 

Das Verhalten von Photostromen in Polymeren ist jedoch 
sehr vielfaltig. Im nachsten Abschnitt werden wir einige 
Grenzen der Idee zeitlichen Skalenverhaltens und damit ver- 
bundene Crossover-Effekte (d. h. Ubergange zu normalem 
Verhalten) aufzeigen. 

Zunachst wollen wir uns jedoch Perkolationsaspekten bei 
der Photoleitung zuwenden, was wieder mehr in Richtung 
geometrischen Skalenverhaltens geht. Perkolationsaspekte 
sind dann wichtig, wenn das Substrat aus einer inerten 

flsl - 
Abb. 8. Transienter Photostrom I in Polysiloxan ( 1 )  und theoretische Kurve 
(2), berechnet mit einem algebraischen $ ( I )  mit y = 0.58; doppellogarithmische 
Auftragung. 

Matrix besteht, in die Transportmolekiile eingebettet sind. In 
einer neueren U n t e r s u ~ h u n g ~ ' ~ ~ '  wurde ein Benzotriazolde- 
rivat in eine Polycarbonatmatrix eingebettet. Besonders bei 
niedrigen Transportmolekul-Konzentrationen fluktuieren 
die Abstande zwischen diesen Molekiilen sehr stark. Infolge- 
dessen wird der EinfluD der geometrischen Unordnung 
dominant, und die Perkolation (wie in Abschnitt 3 beschrie- 
ben) spielt eine wichtige Rolle. Es gibt daher eine kritische 
Konzentration p c ,  unterhalb der kein Strom f l iekn  kann. 
Ein wenig oberhalb von p ,  gilt fur die Abhangigkeit des 
Stromes von der Konzentration p der Transportmolekiile die 
Proportionalitat (h), in der r(nicht aber p c ! )  eine universelle 
Konstante ist, die nur von der Raumdimension abhangt. 
Abbildung 9 zeigt die Ladungstragerbeweglichkeiten p,, die 
fur das System Benzotriazol in Polycarbonat gefunden wur- 
den. Die experimentellen Daten stimmen ganz gut mit denen 
aus dem Perkolationsmodell iiberein. 
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Abb. 9. Effektive Ladungstrigerbeweglichkeiten pT in Polycarbonat-Matrices. 
die Benzotriazol in unterschiedlichen Komntrationen p enthalten. Die p,-Da- 
ten wurden bei den angegebenen Spannungen (I (bei einer Probendicke von ca. 
10 pm) und zwei verschiedenen Ternperaturen (293 K bei den drei unteren Kur- 
ven und 333 K bei den iibrigen Kurven) gemessen. Alle Kurven wurden an das 
Perkolationsmodell [(h) mit p. = 0.1 und T= 2.51 angepafit. 

Bevor wir diesen Abschnitt beenden, wollen wir noch das 
Problem des Transportes elektronischer Anregung in Mole- 
kiil- und Ionenkristallen mit Substitutionsunordnung be- 
trachten. Das allgemeine Interesse konzentriert sich hier auf 
den Diffusionskoeffizienten, der sich aus dem mittleren Qua- 

Angew. Chem. 102 (1990) 158-170 167 



drat der Entfernung, die die Anregung zuruckgelegt hat, be- 
rechnen la&, und auf das Abklingverhalten der Anregung, 
wenn sie durch Quencher (Loschmittel) vernichtet 
wird [ lo* Io4- lo6]. Im Falle dipolarer Wechselwirkungen bie- 
ten Depolarisationsmessungen eine zwar weniger direkte, 
dafur aber experimentell gut handhabbare Methode, den 
Transport solcher Anregungen zu unters~chen[’~’~ Sind 
die Molekule zufillig orientiert, wird bereits bei einem einzi- 
gen Transferschritt die Polarisation wesentlich verringert ; 
damit geht nach einiger Zeit die Information uber die ur- 
sprungliche Polarisation verloren, a u k r  bei den Anregun- 
gen, die (noch oder wieder) das ursprunglich angeregte 
Molekul betreffen. Auf diese Art kann man rnit Depolarisa- 
tionsexperimenten Po(t)  messen, d. h. die Wahrscheinlichkeit 
mit der ein ursprunglich angeregtes Molekul sich zur Zeit t 
noch oder wieder im angeregten Zustand befindet. Wie wir 
zeigen werden, skaliert Po( t )  mit der Zeit. 

Wir haben dieses Problem im Rahmen der bereits be- 
schriebenen CTRW-Theoriers7- ’’. behandelt, indem wir 
die lokale Unordnung durch die Wartezeitverteilung $ ( t )  
beriicksichtigt haben, fur die wir die zeitlich fraktale Weier- 
straD-Form aus Gleichung @) verwendeten. Nun gilt fur 
einen einfachen random walk in d = 3 die Beziehung (A) und 
allgemein fur d Dimensionen die Beziehung (B). Hierbei 
spielt die Geometrie des Kristallgitters eine wichtige Rolle. 

po(r) - t -3 ’2  

Po(r) - t - d ’ 2  

Fuhrt man aber einen random walk in kontinuierlicher 
Zeit (CTRW) mit einem algebraischen J , ( t )  - durch, 
d a m  wird das Langzeitverhalten von ?, , ( I )  allein durch die 
Wartezeitverteilung J, (1) gepragt, solange diese Verteilung 
breit ist, wahrend sich fur geniigend schmale J, (t)-Verteilun- 
gen das klassische random-walk-Verhalten [GI. (B)] einstellt. 
Wir finden namlich fur das Abklingverhalten von Po( t )  in 
d = 3 den Ausdruck (C) (siehe auch Abb. 10). (C) ist ein 

Beispiel fur das Wechselspiel zwischen zeitlichen und geo- 
metrischen Aspekten beim Energietransfer, bei dem fur klei- 

lo-’ 1 0 2  1 o5 
At 4 

AM. 10. Abklingverhalten von P,,(r) fur einen CTRW in einem raumzentrier- 
ten Gitter (dop~lloganthrnische Auftragung). Die y-Werte sind jeweils angege- 
bca. A ist ein Skalenfaktor der Dimension s - ’ .  

ne y (hohe Dispersion, breite Verteilung von Sprungzeiten) 
der zeitliche Aspekt dominiert. 

Wir haben in diesem Abschnitt gezeigt, daD die Ideen des 
zeitlichen und des geometrischen Skalenverhaltens (verwirk- 
licht im CTRW-Formalismus und in Perkolationsmodellen) 
sehr erfolgreich bei der Beschreibung von Transportphano- 
menen in ungeordneten Systemen, z. B. in Polymeren, sind. 
Im folgenden Abschnitt wollen wir noch einige Grenzen die- 
ser Methoden diskutieren. 

6. SchluDbernerkungen 

In einem realen physikalischen System ist eine unendliche 
Hierarchie von zeitlichen oder geometrischen Skalen nicht 
zu erwarten. Es gibt immer obere und untere Grenzen, an 
denen die Hierarchie der Skalen abbricht, z. B. die G r o k  des 
betrachteten Systems oder der Abstand zwischen Atomen. 
Ob die Skalierungsidee voll anwendbar ist, hangt daher vom 
experimentellen MeBbereich ab. Noch subtilere Einschran- 
kungen fur das Skalenverhalten treten auf, wenn man in den 
Randbereich der kritischen Parameter gelangt, da man dort 
Crossover-Effekte berucksichtigen muD, die den ubergang 
zu nonnalem (nicht skaleninvariantem) Verhalten andeuten. 
In solchen Ubergangsbereichen tritt das Skalierungsverhal- 
ten erst nach sehr langen Zeiten auf, die moglicherweise be- 
reits aukrhalb des experimentell zuganglichen Bereichs lie- 
gen . 

Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, wollen wir fol- 
gendes einfache Model1 betrachten: Ein Teilchen (Ladungs- 
trager) bewege sich unter dem EinfluD einer aukren  Kraft 
(eines elektrischen Feldes) entlang einer linearen Kette mit 
Fallen unterschiedlicher Energie E rnit einer Verteilung e ( e )  
(Abb. 11). Fur thermisch aktivierte Prozesse kann man die 

Abb. 11. Lineare Kette aus aquidistanten Platzen mil unterschiedlichen Ener- 
gieniveaus und Sprungwahrscheinlichkeiten rl. Die E ,  weisen die zufillige 
Verteilung e(&) auf. A = Absorber. 

Sprungwahrscheinlichkeit zwischen den Fallen berechnen 
und erhalt nach Mittelwertbildung uber die Verteilung Q ( E )  

die entsprechende Wartezeitverteilung J, (t)“ lo]. Wie in der 
CTRW-Theorie fiihrt dies schlieDlich auf den Teilchenstrom 
I ( [ ) .  Die Rechnungen zeigen nun, daD bei einer endlichen 

mittleren Wartezeit 7, definiert durch 7 = < r >  = t$(t)dt, 

ein Ubergang von dispersivem Verhalten fur t < 7 zu nicht- 
dispersivem Verhalten fur f + 7 stattfindet. Dies ist in Abbil- 
dung 12 illustriert, die den Strom fur eine GauD-formige 
Energieverteilung e(c) zeigt. Der normale Transport (Zkon- 
stant) umfal3t je nach Lange N der Kette einen mehr oder 
weniger groDen Bereich. 
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Abb. 12. Stromkurven f ir  eine GauO-ftirmige Verteilung Q ( E )  (mi! Zentrum bei 
c0 = 12.5 und Standardabweichung o = 2.5, jeweils in Einheiten von k,T)  und 
mehrere Kettenlangen N. Die Pfeile markieren die mittleren Wartezeiten T und 
N T .  v is! ein Skalenfaktor. 

Eine ganz andere Situation ergibt sich fur exponentielle 
Energieniveauverteilungen von der Form (D). Sie fuhren zu 

Q ( E )  = ye-Yc 

der in Abschnitt 3 betrachteten Wartezeitverteilung $ ( t )  - 
t -  1 - Y .  

Fury > 1 betragt hier die mittlere Wartezeit T = y / ( y  - I ) ,  
und daher erfolgt der Transport im Langzeitbereich nicht-di- 
spersiv. Wenn aber y kleiner ist als 1 ,  klingt der Strom asymp- 
totisch gemaB I ( t )  ,., t - ' + Y  ab (bei unendlicher Kettenlan- 
ge). Diese Ergebnisse sind in Abbildung 1 3  dargestellt. Hier 
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Abb. 13. Stromkurven fiir exponentielle Verteilungen Q ( E )  bei unendlicher Ket- 
tenlange. Die Werte des Parameters y sind an den Kurven angegeben. 

findet der h e r g a n g  von dispersivem zu nicht-dispersivem 
Verhalten also bei Variation des Parameters y statt. Man 
beachte allerdings - und das ist hier der wichtige Punkt -, 
daD die Zeit, die zum Erreichen des asymptotischen Verhal- 
tens notwendig ist, divergiert, wenn y sich dem Wert 1 nahert. 
Im Bereich y z 1 kann daher das asymptotische Verhalten 
fur das Experiment unwesentlich werden. 

Dieses Beispiel zeigt, daB die Ideen der Skaleninvarianz 
ganz nutzlich sein konnen, solange man sich innerhalb des 
Giiltigkeitsbereichs der kritischen Parameter befindet. Man 
muB sich jedoch immer bewuBt sein, daB in den Randberei- 
chen asymptotische Skalenanalysen unzureichend sein 

konnen und daB man dort moglichenveise Crossover-Effek- 
te berucksichtigen muB. 

AbschlieBend sei bemerkt, daI3 die Ideen des Skalenverhal- 
tens, verwirklicht in Fraktalen und hierarchischen Struktu- 
ren, zweifellos in fast alle wissenschaftlichen Disziplinen ein- 
gedrungen sind. Skalenkonzepte gehoren mehr und mehr 
zum Standardwissen von Physikern und Chemikern, und 
gerade zur Untersuchung von Polymeren sind sie bestens 
geeignet. Dennoch sollte vorsichtshalber betont werden, daD 
nicht alle unregelmaDigen Strukturen Fraktale sind; weiter- 
hin ist nicht jede anomale zeitliche Entwicklung ein Anzei- 
chen fur Skaleninvarianz. Bei den Anwendungen dieser 
Ideen muD man zudem Crossover-Effekte und die Tatsache, 
daB es immer obere und untere Grenzen fur die Selbstahn- 
lichkeit gibt, beriicksichtigen, ein Umstand, der die Interpre- 
tation expenmenteller Daten erschwert und daher groBe 
Sorgfalt erfordert, um zu einem fundierten physikalisch- 
chemischen Wissen zu gelangen. 

Wir bedanken uns fur die Unterstiitzung durch die Deutsche 
Forschungsgemeinschaft (SFB 213) und den Fond der 
Chemischen Induslrie (Anschaffung einer IRIS- Workstation) 
sowie fur die vom Hochschulrechenzentrum Bayreuth zur 
Verfugung gestellte Rechenzeit. Wir haben vie1 gelernt in den 
Diskussionen mit unseren Freunden und Kollegen. den Her- 
ren Professoren D .  Haarer, J .  Friedrich, J .  Klafkr und G .  
Zumofen, die bei vielen der hier erwahnten Arbeiten mit uns 
zusammengearbeitet haben. Besonderer Dank gilt Dr. G.  
Zurnofen, der uns die Vorlagen zu den Abbildungen 1-3 und 5 
zur Erfgung stellte. 
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